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Постановка задачи

Релятивистская заряженная частица с
координатами q̂i, i = 1, 2, 3 и импульсом
p̂i, i = 1, 2, 3 в однородном магнитном
поле B0 и поле ортогонально
распространяющейся плоской э-м
волны:

B = (B1, B2, B3),

B1 = B2 = 0, B3 = −Bw sin(k̂q̂1− ω̂t̂)+B0.

Векторный потенциал: A =
(

0, B0q̂1 + Bw
k̂

cos(k̂q̂1 − ω̂t̂), 0
)
.

Введем P2 = p̂2 + e
c B0q̂1 + eBw

ck̂
cos(k̂q̂1 − ω̂t̂)
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Гамильтониан

Гамильтониан системы:

Ĥ =

√
m2c4 + c2p̂2

1 +
(

cP2 − eB0q̂1 −
eBw

k̂
cos(k̂q̂1 − ω̂t̂)

)2

+ c2p̂2
3,

пары канонически сопряженных переменных:
(p̂1, q̂1), (P2, q̂2), (p̂3, q̂3).
Гамильтониан не содержит q̂2 и q̂3 ⇒ P2, p̂3 = const. Можно
положить P2 = p̂3 = 0.
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Замены переменных

Введем ωL = eB0/(mc) и ε = eBw/(mk̂c2). Будем считать, что
0 < ε� 1. Обезразмеривание:

pi =
p̂i

mc
, qi =

ωLq̂i

c
, t =

ωL t̂
ε

, H =
Ĥ

mc2 , k =
k̂cε
ωL

, ω =
ω̂ε

ωL
.

Каноническая замена переменных: ϕ = k̂q̂1 − ω̂t̂,
q = q1, p = p1 − Ik, пары канонически сопряженных
переменных (I, ϕ) и (p, ε−1q). Гамильтониан:

H = −ωI +
√

1 + (p + Ik)2 + (q + ε cos ϕ)2 = H0 + εH1,

H0 = −ωI +
√

1 + (p + Ik)2 + q2,

εH1 = ε
q cos ϕ√

1 + (p + Ik)2 + q2
+ O(ε2).
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Уравнения движения

İ = −∂H
∂ϕ

= ε
q sin ϕ√

1 + (p + Ik)2 + q2

ϕ̇ =
∂H
∂I

= −ω +
k(p + Ik)√

1 + (p + Ik)2 + q2

ṗ = −ε
∂H
∂q

= −ε
q√

1 + (p + Ik)2 + q2

q̇ = ε
∂H
∂p

= ε
p + Ik√

1 + (p + Ik)2 + q2
.

Переменная ϕ быстрая, можно по ней усреднить →
ларморовское вращение в поле B0.
Резонанс: ϕ̇ = 0. Это условие определяет поверхность в
пространстве (p, q, I):

(p + Ik)2(k2 − ω2) = (1 + q2)ω2.
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Резонансная кривая

На плоскости (p1, q1) резонансное условие определяет
резонансную кривую (гиперболу) p2

1(k
2 − ω2) = (1 + q2)ω2.

В резонансе kv0 − ω = 0, где v0 -
скорость невозмущенного
ларморовского движения.

Переменная I - интеграл усредненной системы и
адиабатический инвариант точной системы.
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Разложение гамильтониана вблизи резонанса

H = Λ(p, q) +
1
2

g(q)K2 + εd(q) cos ϕ + εb(q)ϕ,

где Λ(p, q) = H0|I=Ir , K = I − Ir(p, q) , Ir(p, q) - значение I на
резонансе.

(a) d/b > 1
(b) d/b < 1

P = K/
√

ε

d/b = k(1− v2
φ) = (Bw/B0)(1− v̂2

φ/c2), S =
√

d
g A =

√
|q|

k2−ω2 A
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Захват в резонанс

S =

√
|q|

k2 − ω2 A

Если vφ > 0, то при q > 0 площадь S растет, и возможен
(вечный) захват в резонанс.

В захваченном движении частица
движется в направлении q̂1 вместе с
волной: q̂1 ∼ v̂φ t̂.
0 = P2 ≈ p̂2 + e

c B0q̂1 ⇒

p̂2 ∼ −mc(ωLv̂φ t̂/c) -

неограниченное серфотронное
ускорение.
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Захват в резонанс - плоскость компонент импульса
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Захват в резонанс - изменение энергии

Кинетическая энергия частицы E =
√

1 + p2
1 + p2

2 растет в
захвате линейно:

Ê = mc2E ∼ mcv̂φωL t̂/
√

1− v̂2
φ/c2.
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Скачок энергии при рассеянии на резонансе

E =
√

1 + p2
1 + q2 =

√
1 + (p + kI)2 + q2.

Ė =
d
dt

(H+ ωI) = ωİ = −ω
∂H
∂ϕ

= εω d sin ϕ.

Вдали от резонанса энергия почти постоянна. Чтобы найти
ее изменение, надо проинтегрировать Ė вблизи резонанса.
Находим:

jE = 2
√

ε
vφ√

1− v2
φ

√
q f (ϕ∗) ∼

√
εE.
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Рост энергии при многократных рассеяниях

Можно показать, что скачки при
последовательных прохождениях
через резонанс статистически
независимы. После N скачков
E ∼ εN или E ∼ ε

√
t.

Энергия ансамбля частиц (103 частиц) как фуекция числа прохождений через резонанс

при ε = 0.1. Врезка: Число прохождений через резонанс и средняя энергия как функция

времени.
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Диффузия на плоскости компонент импульса

Сечение Пуанкаре при различных значениях начальной энергии (ε = 0.1). Число
прохождений через резонанс 106. Видна диффузия энергии.


	 
	  
	 
	  

